Πλακοστρώσεις
5.1 Εισαγωγή

Πολύς κόσμος διασκεδάζει τον ελεύθερό του χρόνο με την κατασκευή ενός puzzle. Τα διάφορα κομματάκια θα πρέπει να χρησιμοποιηθούν όλα και να ενωθούν αρμονικά για να συνθέσουν ένα όμορφο σχέδιο. Πολύ απλοϊκά θα λέγαμε ότι οι πλακοστρώσεις είναι ένα παρόμοιο παιχνίδι: μας δίνουν διάφορα επίπεδα σχήματα που θα πρέπει να τα ενώσουμε ώστε να καλύψουμε μια επιφάνεια. Τρείς είναι οι περιορισμοί

1. Τα κομματάκια να μην αλληλεπικαλύπτονται ούτε τμηματικά

2. Να μην αφήνουμε κενά και 

3. Να μην μεταβάλουμε το μέγεθός τους 

Οτιδήποτε άλλο επιτρέπεται: μπορούμε να περιστρέψουμε τα κομματάκια, να τα μεταφέρουμε σε άλλες θέσεις που ίσως προτιμάμε και  να χρησιμοποιήσουμε όσα αντίγραφά τους θέλουμε. 

Τα επίπεδα σχήματα που θα μας δώσουν, μπορεί να είναι γεωμετρικά πολύγωνα, κυρτά ή μη κυρτά, μπορεί και όχι. Πολλοί καλλιτέχνες έχουν επιτύχει υψηλά αισθητικά αποτελέσματα στα έργα τους, κάνοντας πλακοστρώσεις με διάφορες φιγούρες. Ίσως ο σημαντικότερος εκπρόσωπος αυτών των εφαρμογών είναι ο M. Escher,  ο οποίος στις πλακοστρώσεις του, έχει χρησιμοποιήσει ψάρια, άλογα, μονόκερους, ερπετά και άλλες πρωτότυπες φιγούρες.  

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με πλακοστρώσεις με πολύγωνα. Νομίζουμε ότι παρουσιάζουν ενδιαφέρον αφού αρκετά συχνά τις συναντάμε στη φύση. Για παράδειγμα, φυσικές πλακοστρώσεις αποτελούν οι κηρύθρες  των μελισσών, οι τοποθέτηση των σπορίων στο άνθος του καλαμποκιού, η φολιδώσεις στα δέρματα των ζώων και πολλά άλλα. Από τις πολλές εφαρμογές των πλακοστρώσεων στη φύση, θα σταθούμε ιδιαίτερα στους κρυστάλλους και ημικρυστάλλους και θα εξηγήσουμε τι σχέση έχει η δομή των δεύτερων με τις πλακοστρώσεις Penrose. Εκεί θα αναφέρουμε και μία από τις σπουδαιότερες ανακαλύψεις της σύγχρονης τεχνολογίας για τους ημικρυστάλλους που κυριολεκτικά έφερε επανάσταση στην αντίληψη που είχαμε για τους κρυστάλλους.

5.2 Τι είναι οι πλακοστρώσεις με κυρτά πολύγωνα

Γνωρίζουμε από τη Γεωμετρία πως τα πολύγωνα είναι κλειστές τεθλασμένες γραμμές που ορίζουν μια κυρτή πολυγωνική επιφάνεια (δηλαδή είναι μονοδιάστατα γεωμετρικά αντικείμενα). Εμείς εδώ για απλότητα, όταν θα λέμε πολύγωνο, θα εννοούμε κυρτές πολυγωνικές επιφάνειες που είναι δισδιάστατα γεωμετρικά αντικείμενα . 

Όπως είπαμε και στην εισαγωγή, οι πλακοστρώσεις είναι ένα γεωμετρικό παιχνίδι με τους παραπάνω τρεις περιορισμούς. Στις πλακοστρώσεις με πολύγωνα προστίθεται και ένας τέταρτος: Τα κομματάκια που χρησιμοποιούμε είναι κυρτά πολύγωνα. Το πρόβλημα λοιπόν είναι να «γεμίσουμε» το επίπεδο χωρίς κενά και επικαλύψεις, με τα πλακάκια – κομματάκια που μας δίνονται. Θα δούμε ότι αυτό δεν είναι πάντα εφικτό. 

Για να μελετήσουμε καλύτερα τις πλακοστρώσεις με πολύγωνα, τις διακρίνουμε καταρχήν στις ακόλουθες δύο κατηγορίες:

5.2.1 Απλές και Μικτές Πλακοστρώσεις

Απλές είναι οι πλακοστρώσεις, όπου χρησιμοποιούμε μόνο ένα πολύγωνο (και αντίγραφά του). Μια τέτοια πλακόστρωση φαίνεται και στην παρακάτω εικόνα. 

	

	Πομπηία: Πλακόστρωση με ισόπλευρα τρίγωνα.


Τα  πράγματα με τις απλές πλακοστρώσεις είναι ιδιαίτερα περιοριστικά. Γι’ αυτό και  υπάρχουν μόνο τρία είδη:

1. Πλακοστρώσεις με τρίγωνα

2. Πλακοστρώσεις με παραλληλόγραμμα

3. Πλακοστρώσεις με εξάγωνα.

Για να καταλάβουμε το γιατί υπάρχουν μόνο αυτά τα είδη, ας υποθέσουμε ότι το πολύγωνο που έχουμε στη διάθεσή μας είναι κανονικό (δηλαδή έχει όλες τις πλευρές του και όλες τις γωνίες του ίσες). Αυτό δεν είναι τόσο περιοριστικό, αν σκεφτούμε ότι κάθε άλλη απλή πλακόστρωση είναι απλώς μία «παραμόρφωση» πλακοστρώσεων με κανονικά πολύγωνα. Ας υποθέσουμε ακόμα ότι τα κομμάτια ενώνονται πλευρά με πλευρά και επομένως  υπάρχουν κάποια σημεία «κόμβοι» που ενώνονται οι κορυφές. (Τέτοιες πλακοστρώσεις λέγονται κανονικές).

	Πλακόστρωση με ισόπλευρα τρίγωνα 
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	Πλακόστρωση με τετράγωνα
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	Πλακόστρωση με κανονικά εξάγωνα
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Σε ένα τέτοιο σημείο – κόμβο θα πρέπει οι γωνίες που ενώνονται να αθροίζονται ακριβώς σε 360ο. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με 6 ισόπλευρα τρίγωνα, αφού η γωνία του καθενός είναι 60ο και 6(60 = 360 ή 360:60 = 6. Όμοια, αφού η γωνία κάθε τετραγώνου είναι 90ο και 360: 90 = 4, μπορούν να ενώσουν τις κορυφές τους 4 τετράγωνα σε ένα κόμβο. Για τα κανονικά πεντάγωνα όμως που η γωνία τους είναι 108ο και δεν είναι τέλεια η διαίρεση 360:108, δεν μπορούμε να έχουμε απλή πλακόστρωση. Πάρετε και εσείς πεντάγωνα και πειραματιστείτε: Τρία πεντάγωνα ενωμένα στις κορυφές αφήνουν πολύ χώρο ακάλυπτο, ενώ με τέσσερα πεντάγωνα έχουμε επικαλύψεις. Με τα εξάγωνα δεν έχουμε πρόβλημα, αλλά με τα υπόλοιπα κανονικά πολύγωνα έχουμε το ίδιο πρόβλημα με τα πεντάγωνα. 

Ας ολοκληρώσουμε αυτή την παράγραφο εξηγώντας γιατί οι μέλισσες κατασκευάζουν εξαγωνικά κελιά στις κηρύθρες τους: Είδαμε ότι μόνο τρία σχήματα θα μπορούσαν να επιλέξουν οι μέλισσες για να κατασκευάσουν τα κελιά τους ώστε να πλακοστρώσουν μία επιφάνεια. Ποιο όμως από τα τρία έχει τα περισσότερα πλεονεκτήματα; Με λίγη γεωμετρία Γυμνασίου βλέπουμε ότι το καλύτερο είναι το κανονικό εξάγωνο γιατί από τα τρία σχήματα είναι αυτό που έχει την μεγαλύτερη επιφάνεια σε σχέση με την περίμετρό του. Αν δηλαδή πάρουμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα τετράγωνο, και ένα κανονικό εξάγωνο το καθένα με περίμετρο 1cm, τότε το κανονικό εξάγωνο είναι αυτό που έχει την μεγαλύτερη επιφάνεια. Κατασκευάζοντας λοιπόν οι μέλισσες εξαγωνικά κελιά, με σχετικά μικρή ποσότητα κεριού εξασφαλίζουν μεγάλο χώρο για το μέλι τους. Είναι λοιπόν πολύ σοφές οι κυρίες μέλισσες!

Μικτές λέγονται οι πλακοστρώσεις που παράγονται από περισσότερα από ένα είδος κυρτών πολυγώνων. Σίγουρα παρουσιάζουν μεγαλύτερη ποικιλία μορφών από τις απλές και έχουν προτιμηθεί ανά τους αιώνες στις διακοσμήσεις κτηρίων. Δύο παραδείγματα φαίνονται στις ακόλουθες εικόνες και σχεδιαγράμματα.
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	Ισλαμικό σχέδιο με μικτές εξαγωνικές – τριγωνικές πλακοστρώσεις.
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	Παραδείγματα μικτών πλακοστρώσεων


Θα προχωρήσουμε και σε έναν δεύτερο διαχωρισμό των πλακοστρώσεων, σε περιοδικές και μη περιοδικές.
Περιοδικές λέγονται οι πλακοστρώσεις που επαναλαμβάνονται. Μπορούν δηλαδή να μετακινηθούν κατάλληλα και να ταυτιστούν με την αρχική τους θέση. Όλες οι πλακοστρώσεις που εκθέσαμε παραπάνω, είναι περιοδικές. Έτσι μία πλακόστρωση τετραγώνων ενωμένα πλευρά με πλευρά είναι περιοδική, αφού αν την μετακινήσουμε κατά μία πλευρά δεξιά ή αριστερά η εικόνα της δεν θα αλλάξει. Τα σημεία της που ήταν κόμβοι, θα παραμείνουν κόμβοι και στη νέα πλακόστρωση. 

Μη περιοδικές λέγονται οι πλακοστρώσεις που δεν είναι περιοδικές. Όσο δηλαδή και να τις μετατοπίζουμε δεν μπορούν να επανέλθουν στην αρχική τους θέση. Υπάρχουν όμως μη περιοδικές πλακοστρώσεις; Τα παραδείγματα μας δεν ήταν τέτοια. Είναι ανάγκη λοιπόν να δώσουμε ένα παράδειγμα μη περιοδικής πλακόστρωσης και θα δώσουμε φυσικά το πιο απλό: 

Ας πάρουμε την πλακόστρωση τετραγώνων που ενώνονται πλευρά με πλευρά και ας επιχειρήσουμε να της «χαλάσουμε» την περιοδικότητά της, μετακινώντας λίγο κάθε οριζόντια σειρά τετραγώνων. 

Συγκεκριμένα, αν υποθέσουμε ότι η πλευρά των τετραγώνων έχει μήκος 1, τότε μετακινούμε μία σειρά κατά 1/2 δεξιά, την επόμενη σειρά κατά 1/3,  την μεθεπόμενη κατά 1/4, κ.ο.κ. Έτσι θα έχουμε πάρει μία διάταξη περίπου τέτοια (αριστερά στο σχήμα):
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Αυτό το είδος της πλακόστρωσης δεν επαναλαμβάνεται. Η αιτία είναι ένα θεώρημα της θεωρίας αριθμών λέει ότι το άθροισμα 1/2+ 1/3 + (1/ν δεν είναι ποτέ ακέραιος αριθμός.

Αλλά και αν θέλουμε ένα παράδειγμα πλακοστρώσεως μη περιοδικής πλευράς με πλευρά, ας παρατηρήσουμε το σχέδιο δεξιά: Πάλι ξεκινήσαμε με την ίδια πλακόστρωση των τετραγώνων αλλά τώρα φέραμε τυχαία σε κάθε τετράγωνο την μία από τις δύο διαγώνιούς του. Είναι μεγάλες οι πιθανότητες να προκύψει έτσι μία μη περιοδική πλακόστρωση τριγώνων.

Θα δούμε στη συνέχεια τις πλακοστρώσεις Penrose που είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρουσες για τις εφαρμογές τους στους ημικρυστάλλους. Αποτελούν επίσης χαρακτηριστικό παράδειγμα μη περιοδικών πλακοστρώσεων. 

5.3 Οι πλακοστρώσεις Penrose
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Τα παραπάνω σχέδια είναι πολύ εντυπωσιακά. Είναι και τα δύο πλακοστρώσεις Penrose. Θα εξηγήσουμε πώς δημιουργήθηκαν και ποια είναι η  σχέση τους με τον λόγο χρυσής τομής. 

Στο κεφάλαιο για την χρυσή τομή είχαμε παρουσιάσει τα δύο χρυσά τρίγωνα και είχαμε εξηγήσει πώς γίνεται καθένα από αυτά να διαιρεθεί σε δύο άλλα μικρότερα χρυσά τρίγωνα. Αυτή η ιδιότητα θα μας φανεί τώρα πολύ χρήσιμη. 
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Ας δούμε πρώτα πώς παράγονται τα πλακάκια μας. Αν πάρουμε το οξυγώνιο χρυσό τρίγωνο και το διαιρέσουμε σε δύο μικρότερα χρυσά τρίγωνα, (σχέδιο αριστερά), τότε ενώνοντας τα μικρότερα με δύο όμοιά τους μπορούμε να πάρουμε έναν «στενό» ρόμβο και έναν «πλατύ» που και οι δύο έχουν ίσες πλευρές. Κατά τον ίδιο τρόπο, αν πάρουμε το χρυσό αμβλυγώνιο τρίγωνο και το διαιρέσουμε σε δύο μικρότερα χρυσά τρίγωνα (σχέδιο δεξιά), μπορούμε πάλι να ενώσουμε τα μικρότερα αυτά τρίγωνα με όμοιά τους και να πάρουμε δύο σχήματα που ονομάζουμε σαΐτα και αετό.  Και εδώ, η σαΐτα και ο αετός έχουν πλευρές που ταιριάζουν μεταξύ τους και μπορούν έτσι να συνενώνονται.

Αν παρατηρήσουμε τώρα τις εικόνες με τις πλακοστρώσεις Penrose, θα δούμε ότι η πρώτη είναι μία πλακόστρωση με σαΐτες και αετούς, ενώ η δεύτερη είναι μία πλακόστρωση με στενούς και πλατιούς ρόμβους. Το ερώτημα φυσικά είναι αν αυτά τα σχέδια είναι όντως πλακοστρώσεις. Δηλαδή αν πάντοτε μπορούμε να προσθέτουμε σαΐτες και αετούς (ή στενούς και πλατιούς ρόμβους) στο σχέδιό μας χωρίς να δημιουργούνται κενά ή επικαλύψεις.

Υπάρχει ένα απλό γεωμετρικό επιχείρημα που μπορεί να μας πείσει ότι υπάρχουν τέτοιες πλακοστρώσεις. Η ιδέα είναι να περνάμε διαδοχικά από ένα σχέδιο με ρόμβους σε ένα σχέδιο με σαΐτες και αετούς και αντίστροφα. Πολύ αναλυτικά διδάσκεται στην ιστοσελίδα http://www2.spsu.edu/math/tiling/22.html και περιγράφεται στα επόμενα σχεδιαγράμματα. 




Με αυτή την διαδικασία μπορούμε αν ξεκινήσουμε από μία απλή σύνθεση από αετούς για παράδειγμα (α) και στη συνέχεια να δημιουργήσουμε συνθέσεις με μικρότερους αετούς και σαΐτες που γίνονται όλο και πιο περίπλοκες και πυκνές, όπως δείχνουν τα επόμενα σχεδιαγράμματα. Τώρα πρέπει λίγο να φανταστούμε ότι κάθε μια από αυτές τις συνθέσεις μεγεθύνεται έως ότου οι σαΐτες και οι αετοί να επιστρέψουν στο αρχικό τους μέγεθος. Τότε θα δούμε πραγματικά το επίπεδο να πλακοστρώνεται από τα πλακάκια Penrose. 

Η διαδικασία που περιγράψαμε είναι μια γνωστή μέθοδος πλακόστρωσης του επιπέδου που λέγεται μέθοδος της σύμπτυξης – επέκτασης. 
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Όταν το 1970 ο sir Robert Penrose, καθηγητής στο Μαθηματικό Τμήμα του Πανεπιστημίου της Οξφόρδης στην Αγγλία, ανακάλυψε τα πλακάκια του, ήταν η πρώτη πλακόστρωση που μόνο με δύο πλακάκια επέτρεπε μόνο μη περιοδικές πλακοστρώσεις. Νωρίτερα, το 1964 είχε βρεθεί το πρώτο σύνολο από πλακάκια που επέτρεπαν μόνο μη περιοδικές πλακοστρώσεις και περιείχε 20.000 διαφορετικά σχήματα! Καταλαβαίνουμε λοιπόν γιατί είναι τόσο σημαντική η ανακάλυψη του Penrose. Παρόλο που οι πλακοστρώσεις Penrose δεν είναι περιοδικές, παρουσιάζουν ένα είδος συμμετρίας που ονομάζεται πενταπλή και δεκαπλή συμμετρία. Αν πάρουμε δηλαδή ένα από τα σχηματιζόμενα δεκάγωνα (κυρτά ή μη) και στρέψουμε την πλακόστρωση γύρω από το κέντρο του κατά 75ο (1/5 στροφής) το σχέδιο επανέρχεται στη θέση του. 

Οι πλακοστρώσεις Penrose συνδέονται άμεσα με την χρυσή τομή. Θα λέγαμε ότι αποτελούνται από χρυσούς ρόμβους, ή από χρυσές σαΐτες και αετούς. Υπάρχει όμως και κάποια άλλη εντυπωσιακή συγγένεια αυτών των δύο: Αν σε μία πλακόστρωση από ρόμβους μετρήσουμε πόσοι είναι οι πλατιοί και πόσοι οι στενοί, θα βρούμε ότι οι πλατιοί είναι 1,618… φορές περισσότεροι! Με άλλα λόγια, ο λόγος του πλήθους των πλατιών ρόμβων προς το πλήθος τον στενών είναι ίσος με τον λόγο χρυσής τομής. Φυσικά επειδή μετρούμε τους ρόμβους σε ένα «κομμάτι» του επιπέδου, ο λόγος αυτός δεν είναι ακριβώς ίσος με τον λόγο χρυσής τομής, πάντως όσο μεγαλώνουμε αυτό το κομμάτι, τόσο και πιο πολύ θα πλησιάζουμε τον λόγο χρυσής τομής.

Θα δούμε στη συνέχεια μία πολύ ενδιαφέρουσα εφαρμογή των πλακοστρώσεων Penrose που είναι ένα επίτευγμα της σύγχρονης έρευνας της τεχνολογίας. Πρόκειται για την κατασκευή ημικρυστάλλων. 

5.4 Φυσικές πλακοστρώσεις – Κρύσταλλοι και ημικρύσταλλοι.

Οι πλακοστρώσεις είναι διατάξεις επίπεδων σχημάτων στο επίπεδο γι’ αυτό και δεν έχουμε πολλές ελπίδες να συναντήσουμε πολλά φυσικά παραδείγματα στον τρισδιάστατό χώρο μας. Αναφέραμε στην αρχή του κεφαλαίου μερικά, όπως οι διατάξεις των καρπών του καλαμποκιού στο άνθος του αραβοσίτου, οι σκελίδες του ανανά, οι φολίδες στα δέρματα των ζώων, μία τομή μιας κηρύθρας. Όλες αυτές οι επιφάνειες δεν είναι βέβαια επίπεδες, αλλά θα λέγαμε ότι είναι παραμορφώσεις του επιπέδου και γι’ αυτό και συγγενεύουν αρκετά με αυτό. Μερικά παραδείγματα που συγκεντρώσαμε, φαίνονται στις ακόλουθες εικόνες:
	



αλιγάτορας
	





 
αχινός (επάνω – κάτω)
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κόκκινο κοράλλι

	



 
scallop
	


Σώμα κροταλία (ραχιαίο)
	





 
ουρά κροταλία

(ραχιαίο – κοιλιακό)
	


πλάτη δασύπου


Μέχρι τώρα συζητήσαμε για το πώς είναι δυνατόν να γεμίσουμε το επίπεδο με πλακάκια που επιλέγουμε. Κάτι ανάλογο μπορούμε να κάνουμε και στον τρισδιάστατο χώρο. Τώρα όμως οι δομικές μονάδες είναι επίσης τρισδιάστατες και επομένως δεν είναι πλακάκια. Θα μπορούσαμε να τα πούμε «πέτρες» ή «τούβλα», αλλά οι όροι αυτοί δεν έχουν επικρατήσει. Πάντως οι κανόνες του «παιχνιδιού» είναι πάλι οι ίδιοι: Να καλυφθεί όλος ο χώρος χωρίς να μείνουν κενά ή να παρουσιαστούν επικαλύψεις. 

Είναι γνωστό από την φυσική ότι πολλά μόρια διαφόρων ενώσεων διατάσσονται στο χώρο με ιδιαίτερα τακτικό τρόπο. Για παράδειγμα, γνωρίζουμε όλοι ότι τα μόρια του χλωριούχου νατρίου (το κοινό αλάτι) είναι τοποθετημένα σε κυβικές διατάξεις δηλαδή είναι στις κορυφές ίσων μεταξύ τους κύβων, που στοιβάζονται με τρόπο όμοιο με αυτόν που στοιβάζουν οι έμποροι όμοια κιβώτια στις αποθήκες τους. Μία τέτοια συγκέντρωση μορίων τόσο τακτικά διατεταγμένη δημιουργεί αυτό που στην φυσική ονομάζουμε κρύσταλλο. 

Οι κρύσταλλοι παρουσιάζουν αρκετές συμμετρίες. Σύμφωνα με τον νόμο του Barlow, ή αλλιώς κρυσταλλογραφικό περιορισμό, ένας κρύσταλλος μπορεί να περιστραφεί γύρω από έναν άξονα κατά 180ο ή 120ο ή 90ο ή 60ο και να επιστρέψει στην αρχική του θέση, όμως μία στροφή κατά 72ο αποκλείεται να τον αφήσει στην θέση του. Με άλλα λόγια ο νόμος του Barlow δεν επιτρέπει στους κρυστάλλους πενταπλές και δεκαπλές συμμετρίες.

Το 1982 μία ομάδα επιστημόνων στο Γραφείο Μέτρων και Σταθμών των ΗΠΑ διεξήγαγε πειράματα με σκοπό την κατασκευή ισχυρών κραμάτων αλουμινίου. Συνήθως το μαγγάνιο δεν σχηματίζει κράμα με το αλουμίνιο, αλλά οι επιστήμονες αυτοί κατόρθωσαν να δημιουργήσουν μικρούς κρυστάλλους τέτοιου κράματος, ψύχοντας μίγμα των μετάλλων με ρυθμό εκατομμυρίων βαθμών ανά δευτερόλεπτο. 

Όταν λοιπόν ο χημικός Daniel Shechtman, που κλήθηκε να μελετήσει την δομή των νέων κρυστάλλων, ισχυρίστηκε ότι αυτοί παρουσιάζουν πενταπλή συμμετρία, κανείς δεν τον πίστεψε. 

Άλλοι επιστήμονες παρατήρησαν την σχέση που υπήρχε μεταξύ των κρυσταλλικών αυτών διατάξεων και των πλακοστρώσεων Penrose και των τρισδιάστατων αναλόγων τους. Έτσι σιγά – σιγά η επιστημονική κοινότητα, αναθεώρησε τις απόψεις της περί κρυστάλλων και οι κρύσταλλοι του Shechtman έγιναν αποδεκτοί  στην οικογένεια των κρυστάλλων με το όνομα ημικρύσταλλοι, όπως και άλλες παρόμοιες διατάξεις με πενταπλή συμμετρία. 

Είναι εντυπωσιακό το πώς μία καθαρά μαθηματική ιδέα όπως οι πλακοστρώσεις Penrose βρήκαν τόσο γρήγορα εφαρμογή στην τεχνολογία και μάλιστα άνοιξαν δρόμους για νέες δυνατότητες.
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κρύσταλλος σε κυβική διάταξη
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η μορφή

 του κρυστάλλου

 του Shechtman
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ένας κρύσταλλος 

κράματος Ho-Mg-Zn.
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πλακόστρωση Penrose
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αντίστοιχη κρυσταλλική διάταξη.


Δραστηριότητες στο διαδίκτυο:
http://www.arcytech.org/java/patterns/patterns_j.shtml
http://www.geocities.com/SiliconValley/Pines/1684/Penrose.html
http://www.geom.umn.edu/apps/quasitiler/start.htm
http://www.geom.umn.edu/bin/quasitiler/quasitiler-app
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