Οι Αριθμοί Fibonacci

2.1 Εισαγωγή

Λίγα λόγια για τον Fibonacci και το πρόβλημα με τα κουνέλια

[image: image1.png]el
83

83 88
3883 83

38838383885




Ο Λεονάρδος της Πίζας, γνωστότερος σαν Fibonacci, υπήρξε ο μεγαλύτερος μαθηματικός του μεσαίωνα στην Ευρώπη. Γενέτειρά του ήταν η Πίζα, η γνωστή Ιταλική πόλη για τον κεκλιμένο πύργο της. 

Γεννήθηκε το 1175 περίπου, την εποχή που η Πίζα ήταν μία σημαντική εμπορική πόλη, συνδεόμενη με πολλούς μεσογειακούς λιμένες. Ο πατέρας του Λεονάρδου, ο Γουλιέλμος Bonacci, ήταν ένα είδος ανώτερου τελωνιακού υπαλλήλου στην πόλη της βορείου Αφρικής Bugia, η σημερινή ερειπομένη πόλη Bοugie, από όπου γινόταν ή εξαγωγή κεριών στην Γαλλία. Έτσι ο Λεονάρδος έλαβε βόρεια αφρικάνικη εκπαίδευση και είχε την ευκαιρία να κάνει δαπανηρά ταξίδια στις μεσογειακές ακτές. Σ’ αυτά τα ταξίδια συναναστράφηκε με πολλούς εμπόρους και γνώρισε το σύστημα που χρησιμοποιούσαν για τους λογαριασμούς τους. Σύντομα αντιλήφθηκε τα πολλά πλεονεκτήματα του ινδοαραβικού συστήματος αρίθμησης έναντι των άλλων. 

Στον μαθηματικό κλάδο είναι γνωστός για τη συμβολή του στον διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισμό και για τους αριθμούς του που, όπως θα δούμε, είναι μία ακολουθία αριθμών για τους οποίους η φύση παρουσιάζει ιδιαίτερη προτίμηση, γεγονός που ακόμα και σήμερα δεν είναι πλήρως κατανοητό. 
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Το πρόβλημα που μελέτησε και τον οδήγησε μάλλον τυχαία  στον ορισμό της ακολουθίας του, αφορούσε την αναπαραγωγή κουνελιών: 

Αν δεχτούμε ότι τα κουνέλια ζευγαρώ-νουν στην ηλικία του ενός μήνα και ο χρόνος κυήσεως είναι ένας μήνας, πόσα κουνέλια θα έχουμε σε έναν χρόνο αν ξεκινήσουμε με ένα νεογέννητο ζευγάρι κουνελιών;

Για να μελετήσει αυτό το πρόβλημα έκανε τις εξής συμβάσεις:

1. Τα κουνέλια ποτέ δεν πεθαίνουν.

2. Η ηλικία γονιμοποίησης για κάθε ζευγάρι είναι ένας μήνας, οπότε και ξεκινούν το ζευγάρωμα.

3. Ο χρόνος κύησης είναι ένας μήνας και κάθε ζευγάρι γεννά πάντα στον ένα μήνα άλλο ένα ζευγάρι.

Ας δούμε λοιπόν βήμα προς βήμα πόσα κουνέλια θα έχουμε σε έναν χρόνο:

1. Το τέλος του πρώτου μήνα το ζευγάρι ζευγαρώνει, αλλά τα ζευγάρια είναι ακόμα ένα.

2. Στο τέλος του δεύτερου μήνα το θηλυκό γεννά ένα νέο ζευγάρι, έτσι έχουμε δύο ζευγάρια κουνελιών.

3. Στο τέλος του τρίτου μήνα το αρχικό ζευγάρι γεννά ξανά ένα νέο ζευγάρι κουνελιών ενώ το δεύτερο ζευγαρώνει και συνεπώς τα ζευγάρια μας είναι τρία.

4. Στο τέλος του τέταρτου μήνα το αρχικό ζευγάρι γέννησε ακόμα ένα ζευγάρι αλλά και το δεύτερο ζευγάρι γέννησε και αυτό ένα ζευγάρι και έτσι έχουμε στο αγρό πέντε ζευγάρια.
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σχήμα 1

Έτσι, το πλήθος των ζευγαριών των κουνελιών στην αρχή κάθε μήνα είναι 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, … Παρατηρήστε ότι κάθε αριθμός στην ακολουθία είναι το άθροισμα των δύο προηγούμενων. Αυτό είναι λογικό να συμβαίνει μια και στην αρχή κάθε μήνα έχουμε τα ζευγάρια που είχαμε τον προηγούμενο μήνα και επιπλέον τόσα νεογέννητα ζευγάρια όσα και ενήλικα ζευγάρια γονέων έχουμε. Επομένως,  αν  αναλογιστούμε ότι  ένα ζευγάρι γίνονται γονείς από τον δεύτερο μήνα και μετά, το πλήθος των γονέων – ζευγαριών (ίσο όπως είπαμε με το πλήθος των  νεογέννητων  ζευγαριών) είναι  ίσο με το πλήθος των ζευγαριών που είχαμε τον προ-προηγούμενο μήνα. 

Θα παρατηρήσει κανείς ότι το πρόβλημα με τα κουνέλια που μελέτησε ο Fibonacci δεν είναι και τόσο ρεαλιστικό: Τα κουνέλια φυσικά κάποτε πεθαίνουν και δεν υπάρχει κανένας λόγος τα νεογέννητα κουνέλια να είναι πάντοτε ζευγάρι (αρσενικό –  θηλυκό ), ούτε και να ζευγαρώνει πάντα το θηλυκό με τον δίδυμο αδελφό του.

Πριν όμως βιαστούμε να καταδικάσουμε το πρόβλημα και την ακολουθία των αριθμών Fibonacci (που άλλωστε θα δικαιωθεί από τις πάρα πολλές εφαρμογές της στη φύση), ας δούμε δύο προβλήματα ρεαλιστικά που η απάντηση πάλι είναι η ίδια ακολουθία. 

2.2 Οι αγελάδες του Dudeney και το γενεαλογικό δένδρο των μελισσών.
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Ο Henry E Dudeney (1857 – 1930) άγγλος συγγραφέας βιβλίων με μαθηματικούς γρίφους, ανάμεσα στα πολλά εξαιρετικά του βιβλία έγραψε και ένα πρόβλημα όμοιο με αυτό που έθεσε ο Fibonacci χρησιμοποιώντας αντί για κουνέλια αγελάδες στην προσπάθειά του να κάνει το πρόβλημα κάπως πιο ρεαλιστικό. Καθώς επεξεργάζεται το πρόβλημά του διαπιστώνει πως στην πραγματικότητα, στο πρόβλημα της αναπαραγωγής, αυτό που πραγματικά μας ενδιαφέρει είναι το πλήθος των θηλυκών μελών του πληθυσμού. Αλλάζει λοιπόν τους μήνες σε χρόνια και τα κουνέλια σε ταύρους (αρσενικά) και αγελάδες (θηλυκά). Στο 175ο πρόβλημα του βιβλίου του 536 puzzles and Curious Problems (1967, Souvenir press) διαβάζουμε το ακόλουθο πρόβλημα:

Εάν μία αγελάδα γεννά το πρώτο της θηλυκό μοσχάρι σε ηλικία 2 ετών και κατόπιν γεννά κάθε χρόνο ένα θηλυκό μοσχάρι, πόσες  αγελάδες θα υπάρχουν μετά από 12 χρόνια αν υποθέσουμε ότι κανένα δεν πεθαίνει;

Αυτή είναι μία πραγματικά πιο ρεαλιστική απλούστευση του προβλήματος.

Ένα δεύτερο πρόβλημα που έχει επίσης ως λύση την ακολουθία των αριθμών του Fibonacci αναφέρεται σε γενεαλογικά δένδρα μελισσών: Υπάρχουν πάνω από 30000 είδη μελισσών και τα περισσότερα από αυτά ζουν μοναχικό βίο. Το είδος που μας είναι πιο οικείο είναι οι μέλισσες που δίδουν το μέλι. Κατά τρόπον ασυνήθιστο ζουν ομαδικά στην κυψέλη και έχουν ένα ιδιόμορφο οικογενειακό δένδρο. Στην πραγματικότητα συναντάμε αρκετά παράξενα χαρακτηριστικά στην γενεαλογία τους όπως για παράδειγμα ότι δεν έχει κάθε μέλισσα δύο γονείς. Θίγουμε τα βασικά σημεία στη συνέχεια: 
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Στην κυψέλη υπάρχει μία θηλυκή μέλισσα που ονομάζουμε βασίλισσα.
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Υπάρχουν πολλές θηλυκές μέλισσες, οι εργάτριες, που σε αντίθεση με τη βασίλισσα δεν γεννούν αυγά.
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Υπάρχουν μερικά τεμπέλικα αρσενικά, οι κηφήνες, που δεν εργάζονται καθόλου. Οι κηφήνες γεννιούνται από τα αυγά της βασίλισσας που δεν γονιμοποιήθηκαν, έτσι οι κηφήνες έχουν μόνο μητέρα αλλά όχι πατέρα. 
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Όλες οι θηλυκές μέλισσες (βασίλισσα και εργάτριες) γεννιούνται από γονιμοποιημένα αυγά και έτσι έχουν δύο γονείς. Οι θηλυκές μέλισσες συνήθως εξελίσσονται σε εργάτριες, αλλά ελάχιστες από αυτές τρέφονται από μια ειδική ουσία που λέγεται βασιλικός πολτός και γίνονται βασίλισσες. Αυτές παρασύρουν ένα μέρος από την αποικία τους, δημιουργώντας έτσι το σμήνος, με σκοπό την αναζήτηση κατάλληλου χώρου για την δημιουργία νέας κυψέλης. 

Ώστε λοιπόν, οι θηλυκές μέλισσες έχουν δύο γονείς, μία αρσενική και μία θηλυκή μέλισσα, ενώ οι αρσενικές μέλισσες (κηφήνες) έχουν μόνο έναν γονέα, μία θηλυκή μέλισσα. 
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Σ’ αυτά τα σχεδιαγράμματα έχουμε γενεαλογικά δένδρα όπου οι γονείς εμφανίζονται πάνω από τα τέκνα, έτσι οι νεαρότερες γενεές βρίσκονται χαμηλότερα στο [image: image22.png]


σχεδιάγραμμα.

Τέτοια δένδρα παρουσιάζουν όλους τους προγόνους του ατόμου που βρίσκεται στη βάση του δένδρου. Θα παίρναμε ένα εντελώς διαφορετικό δένδρο εάν καταγράφαμε όλους τους απογόνους ενός ατόμου όπως κάναμε και με τα κουνέλια στο αρχικό μας πρόβλημα.

Ας δούμε για παράδειγμα το δένδρο των προγόνων ενός κηφήνα: (Δες και το σχεδιάγραμμα επάνω δεξιά). 

1. Είχε έναν γονέα, μία θηλυκή μέλισσα.

2. Είχε έναν παππού και μία γιαγιά, τους γονείς της μητέρας του

3. Είχε δύο προπάππους και μία προγιαγιά, δηλαδή συνολικά τρεις προ-προγόνους. 

4. Πόσους προ- προ- προγόνους είχε;

Η απάντηση είναι πέντε, και όπως διαπιστώνουμε, αν συνεχίσουμε αυτή τη διαδικασία, εμφανίζεται ξανά η ακολουθία των αριθμών του Fibonacci.  Το γιατί το αφήνουμε σαν μια απλή άσκηση.

Το πολύ ενδιαφέρον σ’ αυτό το τρίτο πρόβλημα είναι ότι είναι πέρα για πέρα ρεαλιστικό. Η μόνη ίσως φαινομενική αντίφαση είναι η αίσθηση που δημιουργείται πως οι πρόγονοι όσο προχωράμε προς το παρελθόν αυξάνουν.

2.3 Οι αριθμοί Fibonacci και ο λόγος χρυσής τομής

	  Ο αριθμός
	1 + (5

    2
	( 1,61804…
	είναι  γνωστός σαν λόγος  χρυσής τομής 


και συμβολίζεται  διεθνώς με το ελληνικό γράμμα [image: image6.png]


, το αρχικό του ονόματος του Φειδία του γνωστού αρχαίου έλληνα γλύπτη που φιλοτέχνησε με περίσσεια τέχνη τα γλυπτά του Παρθενώνα.
Θα μιλήσουμε διεξοδικά γι’ αυτόν τον αριθμό σε άλλο κεφάλαιο όπου θα διαπιστώσουμε πόσο συχνά συναντάται στη φύση. Σ’ αυτή την παράγραφο θα δούμε την άμεση σύνδεση του αριθμού αυτού με τους αριθμούς Fibonacci γεγονός που μας προϊδεάζει για την εμφάνισή του στη φύση, αφού και οι «συγγενείς» του αριθμοί (οι αριθμοί Fibonacci) εμφανίζονται και αυτοί στη φύση όπως θα διαπιστώσουμε αργότερα.

Πριν προχωρήσουμε στο συσχετισμό αυτό, είναι σκόπιμο να δώσουμε τον μαθηματικό συμβολισμό των αριθμών Fibonacci που πρώτος ο Kepler εισήγαγε το 1611. Θέτουμε:

fo = 1, f1 = 1 (οι δύο πρώτοι όροι της ακολουθίας) και

f n + 1 = f n  +  f n ( 1 (ο αναδρομικός τύπος της ακολουθίας), 
οπότε έχουμε:

fo = 1, f1 = 1, f2 = 2, f3 = 3, f4 = 5, f5 = 8, f6 = 13, f7 = 21,….

Αν λοιπόν πάρουμε τον λόγο δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας (τον μεγαλύτερο προς τον μικρότερο) αυτό που διαπιστώνουμε είναι ότι οι λόγοι αυτοί προσεγγίζουν όλο και καλύτερα τον λόγο χρυσής τομής. Και πραγματικά ας εξετάσουμε τα πηλίκα:

1/1 = 1    2/1 = 2    3/2 = 1,5    5/3 = 1,666...   8/5 = 1,6    13/8 = 1,625    21/13 = 1,61538...

Κάποιος σχολαστικός θα είχε να αντειπεί πως δεν είναι δυνατόν εξετάζοντας κάποια 5 ή 50 διαδοχικά τέτοια πηλίκα να είμαστε σίγουροι ότι αυτά προσεγγίζουν τον συγκεκριμένο αριθμό [image: image7.png]


, που δεν ξέρουμε άλλωστε και όλα του τα δεκαδικά ψηφία του (πράγμα αδύνατον μια και αυτά είναι άπειρα), ή αν προσεγγίζουν κάποιον άλλο αριθμό που βρίσκεται αρκετά «κοντά» στον [image: image8.png]


.

Θα ξεφεύγαμε από τους σκοπούς αυτής της εργασίας  αν επιχειρούσαμε να δώσουμε μία λεπτομερή απόδειξη γι’ αυτόν τον ισχυρισμό (ότι δηλαδή τα πηλίκα διαδοχικών όρων της ακολουθίας αριθμών του Fibonacci προσεγγίζουν όλο και καλύτερα τον λόγο χρυσής τομής). Πάντως στα Μαθηματικά είναι δυνατόν να δώσουμε μια τέτοια απόδειξη η οποία στηρίζεται στην εξής ιδιότητα των αριθμών Fibonacci: Το τετράγωνο κάθε όρου της ακολουθίας είναι ίσο με το γινόμενο του προηγούμενου επί τον επόμενο αυξημένο ή ελαττωμένο κατά μία μονάδα. Στη μαθηματική γλώσσα, χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό του Kepler, αυτή η ιδιότητα γράφεται:

	(f n )2 =  f n – 1(  f n + 1 ( 1          ή ακριβέστερα, 
	(f n )2 =  f n – 1 ( f n + 1  + ((1)n
	(σχέση 1)


Η απόδειξή της είναι πιο εύκολη από τον προηγούμενο ισχυρισμό και προκύπτει άμεσα από τον ορισμό της ακολουθίας.

Για να καταλάβουμε ακόμα καλύτερα τι σημαίνει αυτή η σχέση δίνουμε μερικά παραδείγματα:

22 = 4  = 1(3 + 1 

32 = 9  = 2(5 – 1 

52 = 25 = 3(8 + 1

82 = 64 = 5(13 – 1

………………

Σ’ αυτή την ιδιότητα στηρίζεται και ένα οπτικό τρικ όπου ένα τετράγωνο διαστάσεων 8(8 κόβεται για να σχηματιστεί ένα ορθογώνιο διαστάσεων 5(13, (σχήμα 2). Παρατηρείστε ότι οι αριθμοί των διαστάσεων 5, 8, 13 είναι διαδοχικοί αριθμοί Fibonacci. Το παράλογο είναι ότι η αναδιάταξη των σχημάτων μεταβάλλουν το εμβαδόν από 64 σε 65. Φυσικά το «κόψιμο – ράψιμο» δεν είναι ρεαλιστικό, αλλά κάπου έχουμε προσθέσει ένα παραλληλόγραμμο εμβαδού 1 που όμως έχει επιμηκυνθεί τόσο πολύ ώστε είναι σχεδόν αδιόρατο. Ανάλογο τρικ θα μπορούσαμε να επιτύχουμε με οποιαδήποτε τριάδα διαδοχικών όρων της ακολουθίας Fibonacci.
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σχήμα 2

2.4 Η σπείρα του Fibonacci και η σπείρα στο κέλυφος του ναυτίλου.
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Οι σπείρες είναι από τα πλέον εντυπωσιακά σχήματα που εμφανίζονται συχνά στη φύση. Σίγουρα έχουμε παρατηρήσει τις σπείρες στο κέλυφος των σαλιγκαριών, τις έλικες της αμπέλου ή τα ελικοειδή κέρατα της αιγάγρου. Όμως ίσως δεν ήμασταν τόσο παρατηρητικοί για να αντιληφθούμε ότι σπείρες σχηματίζονται και στα ανθύλλια μιας μαργαρίτας στα κουκουνάρια των πεύκων ή ακόμα και στο κουνουπίδι.

Έχουμε τόσα πολλά να πούμε για τις σπείρες στη φύση, που θα τους αφιερώσουμε ιδιαίτερο κεφάλαιο. 

Σ’ αυτή την παράγραφο θα δώσουμε απλές οδηγίες για την κατασκευή μίας σπείρας γνωστής σαν σπείρα του Fibonacci χρησιμοποιώντας μια διάταξη από τετράγωνα με πλευρές 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ….δηλαδή αριθμούς Fibonacci. Ξεκινάμε με τα δύο πρώτα τετράγωνα τα οποία τα βάζουμε δίπλα – δίπλα. Έτσι σχηματίζεται ένα ορθογώνιο διαστάσεων 2(1. Στην πλευρά του μήκους 2 «κολλάμε» το 2(2 τετράγωνο ώστε να σχηματιστεί ένα νέο ορθογώνιο διαστάσεων 3(2. Τώρα «κολλάμε» το 3(3 τετράγωνο στην πλευρά του μήκους 3 και σχηματίζεται έτσι ένα ορθογώνιο 3(5. Συνεχίζουμε κατ’ αυτόν τον τρόπο και παίρνουμε την διάταξη που απεικονίζεται στο σχήμα 3, Ι. Διαγράφοντας τεταρτοκύκλια στα τετράγωνα σχηματίζεται η σπείρα του Fibonacci (σχήμα 3, ΙΙ) που όπως παρατηρούμε είναι σχεδόν ίδια με την σπείρα στο κέλυφος του ναυτίλου (σχήμα 3, ΙΙΙ) ενός θαλάσσιου σαλιγκαριού. Για την ακρίβεια η σπείρα στο κέλυφος του ναυτίλου είναι μία ισογώνια ή λογαριθμική σπείρα. Τέτοιες σπείρες εμφανίζονται συχνά στην φύση. 

2.5 Οι αριθμοί Fibonacci στη βοτανική:

Πέταλα των λουλουδιών, φυλλοταξία, διάταξη ανθυλλίων – σπορίων.


2.5.1 Πέταλα λουλουδιών

Πιθανώς οι περισσότεροι από μας δεν έχουν διαθέσει χρόνο να εξετάσουν πολύ προσεκτικά τον αριθμό ή τη ρύθμιση των πετάλων σε ένα λουλούδι. Εάν αποφασίζαμε να τον διαθέσουμε, διάφορα πράγματα θα γίνονταν προφανή. Πρώτα, θα βρίσκαμε ότι ο αριθμός πετάλων σε ένα λουλούδι είναι συχνά ένας από τους αριθμούς Fibonacci. Θα βρίσκαμε συχνά λουλούδια με ένα ή τρία πέταλα και κάπως σπανιότερα με δύο. Υπάρχουν εκατοντάδες είδη, τόσο άγρια όσο και καλλιεργημένα με πέντε πέταλα. 

Τα λουλούδια με οκτώ πέταλα δεν είναι τόσο κοινά όπως με τα πέντε, αλλά υπάρχουν αρκετά διάφορα γνωστά είδη. Λουλούδια με δέκα τρία, είκοσι ένα και τριάντα τέσσερα πέταλα είναι επίσης αρκετά κοινά. Μπορούμε να μετρήσουμε στις μαργαρίτες 13, 21, 34, 55, ή και 89 πέταλα. Οι κοινές μαργαρίτες του αγρού έχουν συνήθως 34 πέταλα γεγονός που σίγουρα επηρεάζει το αποτέλεσμα του παιχνιδιού «μ’ αγαπά δεν μ’ αγαπά».  

Φυσικά, οποιοδήποτε μέλος από το είδος μπορεί να παρεκκλίνει απ’ αυτόν τον κανόνα, όμως κατά προσέγγιση το πλήθος των πετάλων θα είναι ένας αριθμός Fibonacci. Υπάρχει περισσότερη πιθανότητα μιας πιθανής παρέκκλισης προς τα κάτω παρά προς τα πάνω, έτσι ώστε το να βρούμε μαργαρίτα με 33 πέταλα είναι πιο πιθανό από το να βρούμε μία με 35. Οι εικόνες που ακολουθούν είναι ενδεικτικές για τους αριθμούς Fibonacci και τα πέταλα λουλουδιών.
	



	




	white calla lily (ένα πέταλο)
	Euphorbia (δύο πέταλα)

	



	




	Trillium (τρία πέταλα)
	Columbine (πέντε πέταλα)

	



	




	Bloodroot (οκτώ πέταλα)
	black-eyed susan (13 πέταλα)

	



	




	Μαργαρίτα shasta (21 πέταλα)
	Μαργαρίτες αγρού (34 πέταλα)


2.5.2 Φυλλοταξία

Με τον όρο φυλλοταξία εννοούμε στη βοτανική την διάταξη των φύλλων και των κλώνων στην ανάπτυξη ενός φυτού. Θα προσπαθήσουμε να δείξουμε την άμεση συσχέτιση των αριθμών Fibonacci και με την φυλλοταξία, αφού πρώτα εξηγήσουμε τον μηχανισμό ανάπτυξης των κλώνων και των φύλλων. 

	Στο διπλανό διάγραμμα απεικο-νίζεται ο τρόπος ανάπτυξης των κλώνων και των φύλλων. Οι νέοι βλαστοί αυξάνονται συνήθως από έναν οφθαλμό, ένα σημείο όπου ένα φύλλο αναπηδά από τον βασικό μίσχο ενός φυτού. 
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