Γεωμετρία των Αριθμών.

	Τα θεωρήματα των Pick  και Minkowski.


Ιστορικά στοιχεία

Η «Γεωμετρία των Αριθμών» οφείλει το όνομά της στον γεννήτορά της Herman Minkowski (1864 – 1909).

O Minkowski ήταν αρχικά αριθμοθεωρητικός, αλλά επηρεάστηκε στις μεθόδους του από τις μελέτες του στα κυρτά σώματα.

Αντικείμενο της Γεωμετρίας των Αριθμών είναι η επίλυση προβλημάτων της Θεωρίας Αριθμών (και όχι μόνο) με γεωμετρικές μεθόδους.

Ένα μεγάλο σύνολο αυτών των προβλημάτων μπορεί να λυθεί με αυτές τις μεθόδους, γι’ αυτό και η Γεωμετρία των Αριθμών αποτελεί σήμερα ανεξάρτητο κλάδο των Μαθηματικών.

Γεωμετρία των αριθμών στο επίπεδο

Θεμελιώδεις έννοιες

Οι έννοιες του κυρτού συνόλου και του πλέγματος είναι οι θεμελιώδεις έννοιες της Γεωμετρίας των αριθμών.

Ορισμός Κυρτού Συνόλου: Το K( R2 λέγεται κυρτό, αν για κάθε δύο σημεία του x και y, το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα x και y (που θα το συμβολίζουμε με [x,y]), περιέχεται εξολοκλήρου στο Κ.
Αποδεικνύεται ότι:

· Το Κ είναι κυρτό αν και μόνο αν για οποιαδήποτε δύο σημεία του x και y και πραγματικό t με 0 ( t ( 1 το tx + (1​​( t)y είναι επίσης σημείο του.

· Κατά συνέπεια, αν το Κ είναι κυρτό και x, y είναι δύο σημεία του, τότε και το  ½ x + ½ y θα είναι επίσης σημείο του.

Ορισμός Πλέγματος: Αν 
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είναι δύο γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα του R2, ονομάζουμε πλέγμα με βάση τα 
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 όλους τους ακέραιους γραμμικούς συνδυασμούς των  
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Δηλαδή το πλέγμα είναι ένα σύνολο της μορφής:

Λ={k
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Το απλούστερο πλέγμα είναι το Z2, ενώ κάθε άλλο πλέγμα είναι γραμμική απεικόνιση του Z2.

Γεωμετρική απεικόνιση πλέγματος με βάση 

τα 
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Η βάση ενός πλέγματος δεν είναι μοναδική.

Τα σημεία του Z2 θα τα ονομάζουμε ακέραια σημεία.

Θεώρημα Pick : Έστω Α ένα κυρτό πολύγωνο του R2 με κορυφές ακέραια σημεία. Αν με Ε συμβολίσουμε το πλήθος των εσωτερικών ακέραιων σημείων του πολυγώνου και με Π το πλήθος των ακέραιων σημείων που βρίσκονται στην περίμετρο του πολυγώνου, τότε το εμβαδόν του πολυγωνικού χωρίου |Α| δίνεται από τον τύπο:
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(Το θεώρημα του Pick γενικεύεται και για μη κυρτά πολύγωνα)
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Απόδειξη του Θεωρήματος του Pick.
Αν το Α είναι κυρτό πολύγωνο του επιπέδου με κορυφές ακέραια σημεία, ορίζουμε 

F(A)
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Όπου με Ε(Α) και Π(Α) συμβολίσαμε το πλήθος των ακέραιων σημείων που περιέχονται στο εσωτερικό του πολυγώνου και στην περίμετρό του αντίστοιχα.

Λήμμα: Η συνάρτηση F(Α) είναι αθροιστική, δηλαδή αν ένα τμήμα με άκρα ακέραια σημεία της περιμέτρου του πολυγώνου A διαιρεί το πολύγωνο  σε δύο άλλα (κυρτά) πολύγωνα Α1 και Α2, τότε

F(A) =F(A1) + F(A2)
	Απόδειξη: Αν α είναι το ευθύγραμμο τμήμα που φέραμε, ας υποθέσουμε ότι αυτό περιέχει 
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Οπότε η ζητούμενη σχέση προκύπτει άμεσα.


Αποδεικνύουμε τώρα το θεώρημα του Pick (δηλαδή ότι F(A) = |A|) στις περιπτώσεις που το Α είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, ορθογ. τρίγωνο, τυχαίο τρίγωνο και τυχαίο κυρτό πολύγωνο.
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	Περίπτωση 1η: 

Το Α είναι ορθ. παραλληλόγραμμο 
με κορυφές ακέραια σημεία και πλευρές παράλληλες στους άξονες. 



Τότε αν υπάρχουν m ακέραια σημεία στην οριζόντια πλευρά του και n στην κάθετη, θα υπάρχουν συνολικά m(n σημεία στην περίμετρο και το εσωτερικό του ορθογωνίου. Όμως

Π(Α) = 2m + 2n – 4, οπότε Ε(Α) = m(n – 2m–2n+ 4

Άρα, F(A) = m(n – m – n + 1= (m–1 )(n–1 ) = |A|
Περίπτωση 2η: Το Α είναι ορθογώνιο τρίγωνο με κορυφές ακέραια σημεία .


Θεωρούμε Α΄ το «έτερον ήμισυ» του Α ώστε το Α(Α΄ να είναι ένα ορθογ. παραλληλόγραμμο της 1ης περίπτωσης (προηγούμενο σχήμα). Τότε

F(Α(Α΄) = | Α(Α΄ |=2|A|.

Όμως F(Α(Α΄) = F(A) + F(A΄) και F(A) = F(Α΄) λόγω συμμετρίας, άρα τελικά F(A) = |A|.
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	Περίπτωση 3η: Το Α είναι τυχαίο τρίγωνο:

Τότε μπορούμε να βρούμε ορθογώνιο Ρ της 1ης περίπτωσης που περιέχει το τρίγωνο, καθώς και το πολύ άλλα τρία ορθογ. τρίγωνα Τ1, Τ2 και Τ3 της 2ης περίπτωσης. Άρα


F(P) = |P|, F(Τ1) = | Τ1|, F(Τ2) = | Τ2| και F(Τ3) = | Τ3| 

Οπότε από τις σχέσεις 

|Α| = |Ρ| (( | Τ1| + | Τ2| + | Τ3| )και

F(Α) = F(Ρ) ([F(Τ1) + F(Τ2) + F(Τ3)]

προκύπτει το ζητούμενο F(Α) = |Α|.
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	Περίπτωση 4η: Το Α είναι τυχαίο κυρτό πολύγωνο.

   Από μία κορυφή του φέρνουμε όλες τις διαγώ-νιους οπότε το πολύγωνο διαιρείται σε n τρίγωνα. Συνεπώς,

F(A)  = F(A1) +(+ F(An)

         = |A1| + ( + |An|

         = |A|



Άσκηση: Έστω Α τρίγωνο με κορυφές ακέραια σημεία και εμβαδόν 1 που δεν περιέχει ακέραια σημεία στο εσωτερικό του. Δείξτε ότι περιέχει στην περίμετρό του, εκτός από τις κορυφές του, ένα ακόμα ακέραιο σημείο που είναι και μέσο αυτής της πλευράς.
Το Θεώρημα του Minkowski.

Κάθε κυρτό συμμετρικό υποσύνολο Κ του επιπέδου με εμβαδόν μεγαλύτερο από 4, περιέχει ακέραιο σημείο διαφορετικό του ο=(0,0).

(Όταν λέμε ότι το σύνολο Α είναι συμμετρικό, θα εννοούμε ότι έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων)

Για κάθε σύνολο Α  και u(Z2 θα συμβολίζουμε με Αu την μετατόπιση του Α κατά u, δηλαδή,

Αu = A + u = { x + u / x(A}

Πρόταση: Αν για το σύνολο Α ισχύει ότι οποιεσδήποτε δύο (διαφορετικές) μετατοπίσεις του κατά ακέραια διανύσματα δεν τέμνονται, τότε |Α|(1.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι ο(Α. Τότε τα Αu,, Av για ακέραια v ( u είναι 
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	ξένα ανά δύο όπως φαί-νεται και στο διπλανό σχήμα 

Παρατηρούμε ότι με κατάλληλη ακέραια  μετατόπιση κάθε σημείο του Α μεταφέρεται σε σημείο του τετραγώνου [0,1]([0,1]. 

Συνεπώς, |Α| ( 1.


Πόρισμα: (Λήμμα του Blichfeld): Αν κάποιο υποσύνολο του επιπέδου Α έχει εμβαδόν |Α| > 1, τότε υπάρχουν x, y ( A με x – y ( Z2({o}.

Απόδειξη: Σύμφωνα με την αντιθετοαντιστροφή της παραπάνω πρότασης, θα υπάρχουν διαφορετικά ακέραια σημεία u και v ώστε Αu(Av ( (.

Τότε υπάρχουν  x και y σημεία του Α με x+u = y+v.

Οπότε, x – y = v – u ( Z2({o} (αφού u ( v).

Απόδειξη του Θεωρήματος του Minkowski.

Η ιδέα είναι να εφαρμόσουμε το Λήμμα του Blixhfeld στο ½ Κ. 
(Υπενθυμίζουμε ότι ½ Κ = {½ x / x(K})

To ½ K είναι όμοιο με το Κ, με λόγο ομοιότητας ½.. Εφόσον λοιπόν |Κ| > 4, θα ισχύει ότι |½ Κ| > 1.

Από το Λήμμα του Blichfeld θα υπάρχουν x και y σημεία του ½ Κ, με x – y ( Z2({o}.

Όμως τότε τα σημεία 2x και 2y ανήκουν στο Κ, και λόγω συμμετρίας του Κ θα ανήκει και το –2y.

Από την κυρτότητα του Κ προκύπτει ότι

½ (2x) + ½ (–2y) ( K, δηλαδή, x – y (K.

To x – y είναι λοιπόν το ζητούμενο μη μηδενικό ακέραιο σημείο του Κ.

Σχόλιο: Είναι φανερό ότι τόσο η κυρτότητα του Κ, όσο και η συμμετρικότητα είναι απαραίτητες.

Επίσης το κάτω φράγμα 4 για το εμβαδόν του Κ είναι βέλτιστο.

Γενίκευση του Θεωρήματος Minkowski στον Rn:

Κάθε κυρτό συμμετρικό υποσύνολο Κ του Rn με εμβαδόν μεγαλύτερο από 2n, περιέχει ακέραιο σημείο διαφορετικό του ο=(0,..,0).
To ερώτημα είναι κατά πόσο το Θεώρημα του Minkowsi μπορεί να γενικευτεί για μη συμμετρικά κυρτά υποσύνολα του Rn.

Πιο συγκεκριμένα, το ερώτημα έχει νόημα για μη συμμετρικά κυρτά υποσύνολα του Rn που έχουν κέντρο βάρους το ο = (0,…,0). 

Προς αυτή την κατεύθυνση έχει διατυπωθεί η παρακάτω εικασία από τον Erhard (1955):
Εικασία: Αν το Κ είναι κυρτό υποσύνολο του Rn με κέντρο βάρους το ο και εμβαδόν 
[image: image25.wmf]!
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, τότε  αυτό περιέχει μη μηδενικό ακέραιο σημείο. 

H περίπτωση n = 2 έχει αποδειχθεί. Μπορούμε πολύ  
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	εύκολα να διαπιστώ-σουμε π.χ. ότι ένα τρίγω-νο ΑΒΓ με |ΑΒΓ| > 9/2 και κέντρο βάρους το ο θα περιέχει μη μηδενικό ακέραιο σημείο, αφού το


εμβαδόν του έγχρωμου παραλληλογράμμου είναι μεγαλύτερο από 4 (άρα αυτό θα περιέχει  συμμετρικά ακέραια σημεία).

Εφαρμογή του Θεωρήματος του Minkowski:
Θεώρημα προσέγγισης αρρήτων από ρητούς του Dirichlet: Για κάθε άρρητο α, υπάρχουν άπειρα ζεύγη (n, m)(N*(Z, ώστε 
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Απόδειξη: Για ε>0 αρκετά μικρό θεωρούμε το παραλ/γραμμο Ρ = {(x,y)(R2: |x| (1/ε ,  |αx – y| (ε}.
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	Το Ρ είναι κυρτό, κλειστό συμμετρικό με |Ρ| = 4. Επομένως περιέχει μη μηδενικό ακέραιο σημείο u = (n, m). Αν ε<1, τότε n(0 και λόγω συμμετρίας του Ρ μπορούμε να υποθέσουμε ότι n>0.

Τότε όμως, έχουμε:


0< n (1/ε  και |αn – m|(ε, οπότε,

ε (1/n  και 
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Μπορούμε να βρούμε άπειρα τέτοια σημεία (με το n συνεχώς να αυξάνει) αν πάρουμε ε (0.

Σχόλιο: Στην παραπάνω απόδειξη χρησιμοποιήσαμε ένα παραλληλόγραμμο. Αν είχαμε πάρει κάποιο άλλο κατάλληλο κυρτό συμμετρικό σώμα θα είχαμε βρει άλλη προσέγγιση. Βελτιώνουμε στη συνέχεια την προσέγγισή μας επιλέγοντας μία έλλειψη.

Ισχύει το ακόλουθο Θεώρημα τύπου Minkowski για τις ελλείψεις που βελτιώνει το κάτω φράγμα 4:
Θεώρημα: Αν η κλειστή έλλειψη Ε έχει κέντρο συμμετρίας το ο και εμβαδόν 
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	Το αποτέλεσμα αυτό είναι βέλτιστο για τις ελλείψεις, αφού η έλλειψη 

Εο={(x,y)(R2 / x2+xy+y2( 1} έχει εμβαδόν 
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 και δεν περιέχει μη μηδενικά ακέραια σημεία στο εσωτερικό της όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.


2ο Θεώρημα προσέγγισης αρρήτων με ρητούς: Για κάθε άρρητο α, υπάρχουν άπειρα ζεύγη (n, m)(N*(Z, ώστε 
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Απόδειξη: Αρκεί να εφαρμόσουμε το προηγούμενο Θεώρημα για την έλλειψη
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που έχει εμβαδόν 
[image: image36.wmf]3

/

2

p

, και να λάβουμε υπόψη ότι

[image: image37.wmf]2

2

)

(

2

x

y

x

x

y

x

×

+

-

×

£

×

×

-

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

e

e

a

e

e

a


(Και εδώ το ε είναι θετικός που επιλέγεται οσοδήποτε μικρός).

[image: image38.png]



Βιβλιογραφία:

1.  Γεωμετρία των Αριθμών. Ελένη Τζανάκη, Διπλωματική Εργασία, Παν/μιο Κρήτης 2000.

2. Lectures on the Geometry of Numbers, C.L. Siegel, Springer-Verlag, Berlin, 1989

3. An introduction to the Geometry of Numbers, J.W.S. Cassels, Springer-Verlag, Berlin, 1959.

PAGE  
11

_1139234499.unknown

_1139328620.unknown

_1139335650.unknown

_1139337338.unknown

_1139339869.unknown

_1139336862.unknown

_1139331557.unknown

_1139335307.unknown

_1139234891.unknown

_1139268343.unknown

_1139234767.unknown

_1139183624.unknown

_1139225390.unknown

_1139225432.unknown

_1139222772.unknown

_1139180395.unknown

_1139180478.unknown

_1139180345.unknown

